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Varidveis bidimensionais

Variaveis bidimensionais

@ Interesse no comportamento conjunto de varias varidveis.

@ Exemplo 5.1 - Uma amostra de 20 alunos do primeiro ano de uma
faculdade foi escolhida. Perguntou-se aos alunos se trabalhavam,
variavel que foi representada por X, e o niimero de vestibulares
prestados, varidvel representada por Y. Os dados obtidos est3o na

tabela abaixo.

X | n3o sim n3ao nao nao sim sim

Y|1 1 2 1 1 2

3

nao sim

1

1

sim

X |n3o n3o sim n3o sim n3o n3o nao sim

Y|2 2 1 3 2 2

2

1

3

@ Conjunta, marginal de X e marginal de Y.

Bonat, W. H. (LEG/UFPR)

1/2017  2/15



Varidveis bidimensionais

Exemplo 5.2

@ Um estudo envolveu 345 pacientes HIV positivos, acompanhados
durante um ano, pelo setor de doencas infecciosas de um grande
hospital publico. Os dados apresentados contém as ocorréncias
relacionadas as varidveis nimero de internagdes (/) e nimero de crises
com infec¢des oportunistas (C).

I-C|0 1 2 3 4
84 21 8 2 O
1 20 59 35 14 2
2 6 11 43 28 12

o

@ Obtenha as marginais de / e C.

@ Exemplo 5.3 tarefa de casa.
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Varidveis bidimensionais

Funcao de probabilidade conjunta

@ Sejam X e Y duas va discretas originarias do mesmo fenémeno
aleatdrio, com valores atribuidos a partir do mesmo espaco amostral.
A funcdo de probabilidade conjunta é definada, para todos os
possiveis pares de valores (X,Y), da seguinte forma:

plx.y) = P[(X =x)N(Y =y)] = P(X = x,Y = y).

ed)
(Y ez
=
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Varidveis bidimensionais

Exemplo 5.4

@ Uma empresa atende encomendas de supermercados dividindo os
pedidos em duas parter de modo a serem atendidos, de forma
independente, pelas suas duas fabricas. Devido a grande demanda,
pode haver atraso no cronograma de entrega, sendo que a fabrica /
atrasa com probabilidade 0.1 e a // com 0.2. Sejam A; e Aj os
eventos correspondentes a ocorréncia de atraso nas fabricas / e //,
respectivamente. Para uma entrega, a indlstria recebe 200 u.m, mas
paga 20 para cada fabrica que atrasar. Considere que o supermercado
que recebe a encomenda fez um indice relacionado a pontualidade de
entrega. Este indice, atribuiu 10 pontos para cada entrega dentro do
cronograma previsto. Denote por X o valor recebido pelo pedido e Y
o indice obtido. Obtenha a conjunta de Y e X e as marginais de Y e
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Varidveis bidimensionais

Exemplo 5.5

@ Uma regido foi dividida em 10 sub-regides. Em cada uma delas, foram
observadas duas varidveis: nimero de pogos artesianos (X) e nimero
de riachos ou rios presentes na sub-regido (Y). Os resultados sao
apresentados na tabela a seguir:

Sub-regiao|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 0000121220
Y 1210100122
o Construa a distribuicdo conjunta e marginais de X e Y.

@ Exemplo 5.6 tarefa de casa.

\\1777 /,'

Bonat, W. H. (LEG/UFPR) 1/2017  6/15



Varidveis bidimensionais

Associacao entre varidveis

@ Exemplo 5.7 - Dentre os alunos do 1 ano do ensino médio de uma
certa escola, selecionou-se os quinze alunos com melhor desempenho,
(nota acima de 7) em inglés. Para esses alunos, foi construida a tabela
abaixo com as notas de inglés (/), portugués (P) e matematica (M):

> 1 <~ c(7,7,7,7,8,8,8,8,8,8,8,9,9,9,10)
> P <- c(8,6,8,9,8,6,9,7,7,6,7,8,9,8,8)
> M <- ¢(5,6,7,5,5,5,6,4,7,6,5,5,6,5,5)
> tab <- data.frame(I,P,)

>

t(tab)
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14] [,15]
7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 9 9 9 10

8 6 8 9 8 6 9 7 7 6 7 8 9 8 8
5 6 7 5 5 5 6 4 7 6 5 5 6 5 5

RuN

(@“ T

&/
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Varidveis bidimensionais

Tabelas de frequéncia conjunta

@ Inglés e Portugués:

> table(I,P)

P
I 6789
7 1021
8 2311
9 0021
100010

o Inglés e Matematica:
> table(I,M)

M
I

6
1
2
1
0

= © 0N
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@ Portugués e Matematica:
> table(P,M)

M

P 4567
60120
71101
80501
90120
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Diagramas de dispersao

> par(mfrow = c(1,3), mar=c(2.6, 2.8, 1.2, 0.5), mgp = c(1.6, 0.6, 0))
> plot(I ~ P, ylab = "Inglé&s", xlab = "Portuguds")
> plot(I ~ M, ylab = "Inglés", xlab = "Matematica")
> =

plot(P ~ M, ylab "Portugués", xlab = "Matematica")
o o °
R . Rl B 2 B B
o ° °
R B o 2+ B o 2 B o
" g b
£ | 8o | E
EX X ERS
£ £ 5
&
2. ° o o 2. ° ° o 24, o o
2 2 3
2. ° o o4 . o o 24 o .
I I 3
U S e ——— L s S —— U s s ——
6.0 6.5 70 75 8.0 85 9.0 4.0 45 5.0 55 6.0 6.5 7.0 4.0 45 5.0 55 6.0 6.5 7.0
Portugués Matemética Matemtica

@) | Laboratério de Estatistica
& Geoinformacao.

Bonat, W. H. (LEG/UFPR) 1/2017 9/15



Varidveis bidimensionais

Probabilidade condicional para v.a discretas

@ A probabilidade condicional de X = x, dado que Y = y ocorreu, é
dada pela expressao:

P(X =x,Y =y)

P(Y=y) ~

P(X =x|Y =y) = se P(Y=y)>0.

@ Duas v.a discretas sdo independentes, se a ocorréncia de qualquer
valor de uma delas n3o altera a probabilidade de valores da outra. Em
termos matematicos

P(X =x|Y =y)=P(X =x).
@ Definicdo alternativa

P(X:X’Y:y) = P()<:X)P(Y:y)7 V(ij)"/"\:

( O
\\7//,
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Varidveis bidimensionais

Exemplo 5.8

@ O Centro Académico de uma faculdade de administracdo fez um
levantamento da remuneracdo dos estagios dos alunos, em salarios
minimos, com relacdo ao ano que estido cursando. As probabilidades
de cada caso sdo apresentadas na proxima tabela, incluindo as

distribuicoes marginais.

Salario - Ano | 2 3 4 5 P(Sal = x)
2 2/25 2/25 1/25 0 |5/25

3 2/25 5/25 2/25 2/25|11/25

4 1/25 2/25 2/25 4/25|9/25
P(Ano =y) |5/25 9/25 5/25 6/25 |1

@ X e Y s3o independentes?
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Varidveis bidimensionais

Exemplo 5.9

@ Em uma clinica médica foram coletados dados em 150 pacientes,
referentes ao dltimo ano. Observou-se a ocorréncia de infeccdes
urindrias (U) e o nimero de parceiros sexuais (V). Deseja-se verificar

se essas varidveis estdo associadas.

U-N|0O 1 2+

Total

Sim |12 21 47
Nio |45 18 7
Total |57 39 54

80
70
150

@ Estude a associagdo entre U e N.

@ Exemplo 5.10 tarefa de casa.
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Varidveis bidimensionais

Correlacado entre varidveis num conjunto de dados

@ Considere um conjunto de dados com n pares de valores para as
varidveis X e Y. O coeficiente de correlacido mede a dependéncia
linear entre as varidveis e é calculado por

_ doimi(xi = X) i = ¥)
PXY = .
V2R 66 = R — 7)21]

@ Formula mais conveniente para célculos

xy = D1 Xiyi — Xy
Vi F = [ y7 — ny]
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Varidveis bidimensionais

Correlacado entre varidveis num conjunto de dados

@ A quantidade de chuva é um fator importante na produtividade
agricola. Para medir esse efeito foram anotados, para 8 diferentes
regides produtoras de seja, o indice pluviométrico em milimetros (X)
e a produgdo do Ultimo ano em toneladas (Y). Determine o

coeficiente de correlagdo.

] s o

> sum(X) ; sum(X"2) ; sum(Y) ; sum(Y"2) ; sum(X*Y) ; cor(X,Y)
[1] 1085

[1] 151533

[1] 310

[1] 12640

[1] 43245

[1] 0.7245956

@ Exemplo 5.12 tarefa de casa. @
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Varidveis bidimensionais

Covariancia de duas v.a

@ Dependéncia linear entre X e Y é a covaridncia:
Cov(X,Y) =oxy = E[(X = ux)(Y — py)]-

@ Exemplo 5.14 - As varidveis X e Y tém a seguinte distribuicdo
conjunta.

X-Y [(22) (34) (3.8) (46) (54) (58) (6,10)
p(xy)[01 02 01 02 01 02 01

@ Calcule a covariancia entre X e Y.
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Varidveis bidimensionais

Correlacao de duas v.a

@ Dependéncia linear entre X e Y é a covariancia:

@ Exemplo 5.15 - Para os dados do exemplo 5.5 calcule a covariancia e
a correlagdo.

“Y[o 1 2
1/10 2/10 2/10
1/10 1/10 0
1/10 1/10 1/10

N = O X
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Varidveis bidimensionais

Resultados importantes

o E(X+Y)=E(X)+E(Y).
e E(XY)=E(X)E(Y) se e somente se X e Y sdo independentes.
o Var(X + Y) = Var(X)+ Var(Y) — 2Cov(X,Y).
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Varidveis bidimensionais

Exercicios recomendados

@ Secdo 5.1-1234¢6.
@ Secdn 5.2-1,234eb.
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